«Διαστηματικά» 


Εκεί που TO μαθηματικά συναντούν τη μουσική. 
Του καθηγητὴ μουσικῆς -- μουσικολόγου Δημήτρη Γρίβα 
Web-site: http://users.sch.gr/dgrivas 


E-mail: dgrivas @ sch. gr 


Ta μαθηματικά και η μουσικὴ εἶναι δυο επιστῆμες που ExOUV πολὺ μεγάλη σχέση 
μεταξὺ τους. Στην σύγχρονη αντίληψη η μουσικὴ εἶναι ἐκφραση συναισθημάτων ἡ 
συνδυασμὸς ἤχων καὶ ηχοχρωμάτων ἢ μελέτη μουσικὼν οργάνων. Στην ελληνικὴ 
avTiAnwn (αρχαΐα enoyn -- βυζάντιο) η μουσικὴ εἶχε βαθύτερη υπόσταση kal 
συνδέονταν ἄμεσα με τα μαθηματικά και τῆν φιλοσοφία. Qc προς Ta μαθηματικά, 
ano τον Πυθαγόρα, τον Αριστόξενο kal τον Εὐκλείδη, αλλά και τους Αλύπιο Και 
Αριστείδη Κουιντιλιανό, μέχρι τον Σίμωνα Καρρά (η συγγραφὴ του «Θεωρητικοὺ» 
του αποτελεὶ κατά TN γνώμη TWV πιο σπουδαίων μουσικολόγων το μεγαλύτερο 
γεγονός στην EAANVIKN μουσικὴ του 205" αἰῶνα) η βαρύτητα της μουσικῆς θεωρίας 
δίνεται στα «διαστηματικά», δηλ. OTIC σχέσεις των αποστάσεων ανάμεσα σε δὺο 
φθόγγους. Βλέπετε, n ἐλευθερία της ελληνικῆς σκέψης ουδέποτε μέσα σε τόσους 
αἰὦνες δεν διανοήθηκε να τυποποιῆσει τα διαστήματα σε Eva συγκερασμένο 
σύστημα, ONWC ἐγινε τους τελευταίους αἰῶνες στην δυτικοευρωπαϊκὴ μουσικὴ, 
EKMPACOVTAC ἰσως ETO! το φασιστικὸ Ιδεώδες της παπικὴς εκκλησίας Καὶ των 
εξουσιαστὼν της δυτικῆς Ευρώπης. 


Ο Πυθαγόρας (572 - 500 π.Χ.) ἦταν φιλόσοφος, μαθηματικὸς και θεωρητικὸς της 
μουσικῆς. ΥὙπήρξε ο πρώτος που ἐθεσε τις βάσεις τῆς επιστῆμης της μουσικῆς με 
μια επιστημονικά θεμελιωμένη θεωρία της μουσικῆς. Ἰδρυσε σχολὴ γύρω στο 532 
Π.Χ. ὁπου δίδασκε OTI ο κόσμος πρέπει να ερμηνεύεται με αριθμοὺς. Ανακάλυψε τη 
σχέση ανάμεσα στο μήκος TWV χορδὼν KAI TO TOVIKO ὑψος που δίνουν. Με 
υπολογισμοὺς καθαρὰ μαθηματικοὺς βρήκε τις αριθμητικὲς avaAoyiec των 
μουσικὼν διαστημάτων της ὀγδοης (οκτάβας) της τέταρτης (4/3), της πέμπτης 
(372) καθὼς και του μείζονα τόνου, TN διαφορά δηλαδὴ ανάμεσα στην τέταρτη ΚΑΙ 
την πέμπτη (9/8). Για τους Πυθαγόρειους διάστημα εἶναι το ευθύγραμμο τμήμα 
που τα ἄκρα του (ακραΐα σημεῖα) σχηματίζουν αριθμητικὴ σχέση (αναλογία 
αριθμών). Οἱ Opol διάστημα και λόγος εἶναι ταυτόσημοι. 


De κάθε διάστημα επομένως υπάρχουν πάντα δύο αριθμοί. 


Ο Πυθαγόρας Και οἱ μαθητὲές του υποστήριξε επίσης τῆν ἀποψη ὁτι απὸ την 
περιστροφὴ των πλανητῶν παράγονται ἦχοι, ανάλογα με τῆν απόστασὴ τους απὸ 
TN γῆ, Ol οποίοι ὁμως δεν ακούγονται. Το σύνολο των ἤχων αὐτῶν δίνει την 
«αρμονία TWV σφαιρὼν». Την αρμονΐία των σφαιρὼν οι Πυθαγόρειοι τή συνδύασαν 
ΚαΙ με TNV Gpuovia της ψυχής. OI φιλοσοφικές αντιλήψεις τους επηρέασαν τον 
Πλάτωνα ο οποίος ἀργότερα θεωρεὶ ὁτι η αρμονία τῆς μουσικῆς καθρεφτίζει την 
αρμονία της ψυχής. 


Οι Πυθαγόρειοι Bewpoucav τον αριθμὸ 10 τέλειο. Επειδήὴ αυτὸς προκύπτει απὸ To 
ἄθροισμα των τεσσάρων πρώτων ἀριθμῶν 1+2+34+4=10, του ἐδωσαν το ὄνομα 
«τετρακτὺς». Κατὰ τον Θέωνα TO Σμυρναΐίο ὑπάρχουν ἐντεκα τετρακτὺύες που η 

κάθε μια εκφράζει ἐνα τομέα της φιλοσοφικῆὴς σκέψης στην ἀρχαιότητα. 
EVOEIKTIKG αναφέρεται OTI η 4η τετρακτὺς δηλώνει τα τέσσερα απλὰά στοιχεῖα 


φωτιά, ἀέρα, νερὸ Και YN, N 6η αναφέρεται στα γεωμετρικὰ σχήματα: με 1 
εκφράζεται TO σημείο, με 2 το μῆκος, με 3 η επιφάνεια Ka! με 4 TO στερεό, η 8η 
δίνει τα συστατικά του ζώου: τα 1,2,3 AVTIOTOIXOUV με το λογιστικό, το θυμικὸ και 
ΤΟ επιθυμητικόὸ, δηλαδὴ εκφράζουν την ψυχὴ, EVW TO 4 το σώμα. 


Ο Πλάτωνας θεωρεί OT1 ἡ αρμονία της μουσικής καθρεφτίζξι την αρμονία της ψυχής. 


Η μουσικὴ κλίμακα του Πυθαγόρα κατασκευάζεται με βάση τις avaAoyiec του 
κύβου, ο οποίος εκφράζεται με τον αριθμὸ 4 της Snc τετρακτύος (1 = τετράεδρο, 
2 = οκτάεδρο, 3 = εικοσάεδρο, 4 = KUBOC) και συμβολίζει TH γη Και το συνδυασμὸ 
των στοιχείων της. Ο κύβος ἐχειῖ 6 ἐδρες, 8 κορυφὲς και 12 ακμές. Οἱ αριθμοὶ 12 
Kal 6 δίνουν την ἀναλογία 271, οἱ 8 και 6 την αναλογία 4/3 ενὼ οἱ 12 και 8 την 
αναλογία 3/2. Επίσης ο αριθμὸς 8 εἶναι το αρμονικὸ μέσο των 6 και 12, ενὼ TO 
αριθμητικὸ μέσο των αριθμὼν αὐυτὼν εἶναι! ο 9. Ο αρμονικὸς και αριθμητικόὸς μέσος 
δίνουν την αναλογία 9/8. Ἐτσι προκύπτουν οἱ μαθηματικές avaAoyiec βάσει των 
οποίων κατασκευάζεται η μουσικὴ κλίμακα κατά τους Πυθαγόρειους. Οἱ avaAoviec 
GUTEC αποδείχθηκαν Kal στῆν πράξη ano τα πειράματα που ἑκανε ο Πυθαγόρας 
πάνω στο «μονόχορδο», μία κατασκευὴ με μία μόνο χορδὴ και Eva κινητὸ 
καβαλάρη που SIGIDOUGE τη χορδὴ επιτρέποντας μόνο ἕνα τμῆμα τῆς va 
ταλαντώνεται. Το μονόχορδο ο Πυθαγόρας το διαίρεσε σε 12 ἰσα τμήματα (OOEC 
ΚαΙ Ol GKUEC του KUBOU). 


Με TN χορδὴ «ανοιχτὴ» δηλαδὴ σε θέση va UNOPE! να ταλαντώνεται OAO TO μῆκος 
της (λόγος 1, συχνότητα 1), ἐκρουσε και ἄκουσε ἑνα μουσικὸ τόνο. Στη συνέχεια 
περιόρισε TO μέρος τῆς χορδῆς που ταλαντώνεται στο μισὸ της μήκος, Kal βρήκε 
τι ο ἦχος που GKOUOTNKE εἶναι! η διαπασών, GUTO που σήμερα ονομάζουμε οκτάβα. 
To Uwoc λοιπόν του ἤχου επηρεάζεται απὸ το μῆκος της χορδῆς Και μάλιστα ὁταν 
η αναλογία του μήκους εἶναι 1/2 (συχνότητα 271) ἐχουμε το διάστημα της οκτάβας. 
Ἔτσι ορίστηκαν τα ἄκρα της μουσικῆς κλίμακας, η υπάτη Και η νήἤτη. ΣΤη συνέχεια 
μετακινώντας τον καβαλάρη σε διάφορα σημεία, βρῆκε OTI αν ταλαντωνόταν Τα 
3/4 τῆς χορδῆς (συχνότητα 4/3) προέκυπτε ο τέταρτος φθόγγος απὸ τους OKTW 
μιας μουσικῆς κλίμακας, η μέση, EVW αν ταλαντωνόταν τα 2/3 της χορδῆς 
(συχνότητα 372) προέκυπτε ο πέμπτος φθόγγος, η παραμέση. Οἱ ὑπόλοιποι 
φθόγγοι της κλίμακας κατασκευάζονται χρησιμοποιώντας TO λόγο 9/8 we εξής: 


Ο δεύτερος φθόγγος προκύπτει απὸ τον λόγο του πρώτου (υπάτη) αν τον 
πολλαπλασιάσουμε με 9/8: 1 x 9/8 = 9/8 δηλαδὴ για τῆν παραγωγὴ του θα 
ταλαντώνονται ta 8/9 της χορδῆς. 


Ο τρίτος φθόγγος προκύπτει απὸ τον λόγο του δεύτερου (978) αν και πάλι 
πολλαπλασιαστεὶ με 9/8: 9/8 x 9/8 = 81/64 δηλαδὴ θα ταλαντώνονται Τα 
64/81 της χορδής. 


Ο ἐκτος φθόγγος προκύπτει απὸ τον λόγο του πέμπτου (παραμέση) που 
πολλαπλασιάζεται με 9/8: 1:2/3 x 9/8 = 27/16 δηλαδὴ θα ταλαντώνονται! 
Ta 16/27 της χορδῆς. 


Τέλος, 0 E€BOouOC φθόγγος προκύπτει απὸ Tov λόγο TOU EKTOU και πάλι 
πολλαπλασιαζόμενου με 9/8: 1:16/27 x 9/8 = 243/128 δηλαδὴ για την 
παραγωγὴ του θα ταλαντώνονται τα 128/243 της χορδῆς. 


Πέρα απὸ το μονόχορδο, ο Πυθαγόρας πειραματίστηκε Kal με ἄλλα υλικά και 
τις Ιδιὀτητὲς τους που συνθέτουν τα μουσικά διαστήματα, ONWC η τἄάση χορδὼν 
'σου μήκους και πάχους, το UNKOCG ηχητικοὺ OWANVG K.T.A. Ο χωρισμὸς και 
καθορισμόὸς των μουσικὼν διαστημάτων που πέτυχε, ἦταν Eva τεράστιας 
σημασίας επίτευγμα τόσο για τη μουσικὴ και TN θεωρία TNC OOO Kal για Τα 


μαθηματικά και TN δύναμή τους να ερμηνεύουν τον κόσμο με αριθμοὺς Onwc 
εξάλλου δίδασκε Kal ο Πυθαγόρας. Πέρα ano τη μεγάλη σημασία για τη θεωρία 
της μουσικῆς, O υπολογισμόὸς του ἐδωσε την εὐκαιρία να κατασκευαστοὺν 
μουσικά ὀργανα με μεγαλύτερη ακρίβεια απὸ πριν. 


Με το πέρασμα του χρόνου, n Πυθαγόρεια μουσικὴ κλίμακα τροποποιήθηκε 
εἰτε για πρακτικοὺς EiTE για καθαρά φιλοσοφικοὺς λόγους, ὁμως ο Πυθαγόρας 
εἶχε δείξει ἐναν δρόμο που Και οἱ σύγχρονες μουσικές κλίμακες ακολουθούν. 
Ακόμα και σήμερα υπολογίζουμε μαθηματικὰ τα μουσικά διαστήματα Ta οποία 

βέβαια ἐχουν διαφοροποιηθεῖὶ σημαντικά απὸ τότε. 


Ο Αριστόξενος, νεότερος του Πυθαγόρα (περὶ το 375 π.Χ.) υπήρξε φιλόσοφος 
και σημαντικότατος θεωρητικός της μουσικῆς και του δόθηκε μάλιστα η 
ονομασία «ο Μουσικός». Η μέθοδός του ἦταν κυρίως εμπειρικὴ. Το σύστημα 
διδασκαλίας του βασίζεται σε αντίθεση με τον Πυθαγόρα, στην Ικανότητα του 
GUTIOU να αντιλαμβάνεται την αρμονικὴ σχέση των μουσικὼν τόνων. Δεν 
EPEUVA τις αριθμητικὲς σχέσεις μέσα στην οκτάβα, OUWC καθορίζει τον 
ολόκληρο Και τον μισὸ τόνο και κατασκευάζει μια κλίμακα με βάση το ἕνα 
δωδέκατο του τόνου. 


Ευκλείδης ano την ἄλλη, EXEl μια γεωμετρικὴ πρόταση για τα μουσικά 
διαστήματα. OEWPEI ὁτι αντιστοιχοὺν σε ευθεΐες γραμμές, με μία OUWC διαφορά: 
EVW Οἱ ευθεΐες γραμμὲς που παράγονται ὡς ἀριθμοί, ορίζονται με δύο γράμματα 

EVd στην αρχὴ Και Eva στο τέλος τους, τα μουσικά διαστήματα δηλώνονται με 
ἕνα γράμμα. 


Μουσικὴ kai api6poi 


H ἐκφρασήη ETIOPAGEOV και συναισθημάτων αντιπροσωπεδύει, μαζί με τη θεωρία που 
βασίζεται σε μαθηματικούς κανόνες, τη θεμελιώδη δομή σκέψης γύρω από TH 
μουσική. 


Ac θυμηθούμξ λίγα μαθηματικά: 


-Σειρά ἡή ἀκολουθία: με βάση κάποιο νόμο σχηματίζουμε κάποιον αριθμό χι ἔπειτα 
ἕναν δεύτερο X2, EVAV τρίτο X3, κτλ, που αντιστοιχούν κατά σειρά στους φυσικούς 
ἀριθμούς 1.2,3... και σχηματίζουν μια ακολουθία (α) X1, X2, Χ3.... .-- ,Χν,...« ποῦ μπορδί 
VOL ξίναι ἀπέραντη ἡ πεπερασμένη. 


O1 αριθμοί χι, X2, X3, Xv ονομάζονται ὀροι, EVO OL ἀριθμοί 1.2,3.,. «που δείχνουν τὴν 


τάξη κάποιου OPOV, ονομάζονται δείκτες. 


-Αναγωγική ακολουθία: LIA σειρά ὀρῶν TOV ο καθένας τους μπορξί VA EKMPAGOVET CE 
συνάρτηση LE εκείνους που προηγούνται από αὐτόν. 


Πὼαράδειγμα ἀαναγωγικής ακολουθίας, ἡ σειρά Fibbonacci: 1, 2, 3, 5, 8, 13..... 


Δείκτες: [1 [2 [13 [4 [5 [6 [7 [8 [9 [10 [1] [12 


Ὅροι: 11 12 3 5 8 [13 [21] [34 |55 89 | 144 | 233 


Η σειρά Fibbonacci (κάθε ὀρος είναι ίσος με TO ἀθροισμα τῶν δυο προηγούμξνων: 
3=2+1, 5=3+2 κτλ) είναι ἀπέραντη, 01 ἀριθμοί δηλαδή μπορούν va φθάσουν ὡς TO 
άπειρο. 


-Μέση αριθμητική τιμή (ἠἡ αριθμητικός μέσος): ο αριθμός που ἔχουμε όταν 
προστίθενται O1 ἀριθμοί και διαιρείται TO ἀθροισμα που προέκυψε με τον αριθμό τῶν 
προσθετέων. 

Πᾶαράδειγμα, ο μέσος OPOG στη βαθμολογία ενός τμήματος 6 μαθητών: 

O Τιώργος έχει βαθμό 17 

O Κώστας ἔχει βαθμό 14 

O Τιάννης ἐχει βαθμό 14 

H Μαρίνα ἔχξι βαθμό 15 

H Χρύσα ἔχει βαθμό 19 

Η Ντίνα ἐχει βαθμό 16 


To τμήμα ἔχει μέσο όρο (174+144+144+15+19+16=)95:6= 15,8 


-Αρμονική αναλογία δίνουν τρεῖς ἀριθμοί A, B, I, όταν App = ΒΒ. 


O αριθμός B ονομάζεται μέσος APLOVIKOG, ενώ οι αριθμοί A Kat Tl ονομάζονται άκροι 
όροι. 


Πῶαράδειγμα, 


τ 35 6 5. 9 1 δ᾽ 5 0" 5 


ή αλλοιώς : 17/6 = 1? P/e.6= 2) 


AV πάρουμξ τοὺς αριθμούς με το κόκκινο χρώμα, ο αριθμητικός μέσος τους εἶναι ο 
ἀριθμός 9 [(6+7+8+9+10+11+12=) 63:7= 9] ενώ 0 αρμονικός μέσος τους ξίναι Oo 
ἀριθμός ὃ (=B). 


O αριθμός 6 Kato αριθμός 12 είναι οι άκροι όροι της μουσικής αναλογίας. 
Εκφράζουν το κάτω καὶ πάνω Nto της κλίμακας. Ο αριθμός ὃ εἶναι το APLOVIKO μέσο 
τῶν AKPOV ὀρῶν της αναλογίας Tov 6 καὶ του 12, καὶ ο ἀριθμός 9 το αριθμητικό μέσο 
τῶν AKPOV OPOV τῆς ίδιας αναλογίας. Ἔτσι, ο ἀριθμός ὃ εκφράζξι TH συχνότητα TOV 
φθόγγου Ma kat ο αριθμός 9 TH συχνότητα του φθόγγου Σολ. 


Στὴν Αρχαία Ελλάδα, οι Πυθαγόρειοι κατασκξεύασαν τη μουσική αναλογία καὶ TH 
μουσική κλίμακα δια μέσου του κύβου, που συμβολίζξει TH YN καὶ το συνδυασμό τῶν 
στοιχείων της. O κύβος ἔχει 6 EdpEc, ὃ κορυφές και 12 ακμές, δίνει δηλαδή τους 
όρους: πρώτο (6), δεύτερο (δ) καὶ τέταρτο (12) της μουσικής αναλογίας. Ο τρίτος 
όρος (9) είναι ο αρμονικός μέσος: 


ΟΝ ΕΝ ΙΝ 


“Ονόματα φθόγγον [νὸ [ou [ook [vo 
"σχέσεις συχνοτίτων [Γ 43 3). 2 


Με τη σχέση 9/8 (*/oa = μείζονας τόνος), o Πυθαγόρας κατασκευάζει την κλίμακα: 


[τὰ τον δεύτερο φθόγγο (PE, σήμερα) πολλαπλασιάζει τον πρώτο (1, βλέπε σχέσεις 
συχνοτήτων στον παραπάνω πίνακα). με TA 9/8(=9/8) 


Γιὰ τον τρίτο φθόγγο (Μι, σήμερα) πολλαπλασιάζει τον δεύτερο με TA 9/8 


(9/8eni9/8)=8 1/64 

Tov τέταρτο φθόγγο (Ma) τον δίνει ἡ σχέση συχνοτήτων 4/3. 

Tov πέμπτο φθόγγο(Σολ), ἡ σχέση συχνοτήτων 3/2. 

Γιὰ τον έκτο φθόγγο (Λα) πολλαπλασιάζει τον πέμπτο με TA 9/8 (3, 2επίθ!΄ δ)Ξ27116 


Γιὰ tov ἐβδομο φθόγγο (Σι, σήμερα) πολλαπλασιάζει τον EKTO πάλι με Ta 9/8 
(2711 δεπίθ, 8)55243116ὃ 


Tia ὀγδοο φθόγγο (Ντο στην ψηλότερη οκτάβα) παίρνει TOV αριθμό 2 από την 
ἀναλογία (βλέπε σχέσεις συχνοτήτων στον παραπάνω πίνακα). 


Ac δούμε τώρα ἕνα παράδειγμα μιᾶς EPAPLOYNS τῆς μουσικής σκέψης σὲ κάποια 
άλλῃ τέχνη: 


Η μεγάλη πλευρά tov [Πἀαρθενώνα éye 17 κίονες. 


O αριθμός 17 είναι το ἀθροισμα τῶν ὀρῶν TOV κλάσματος 9/8, του φθόγγου με TOV 
οποίο κατασκευάζεται ἡ μουσική κλίμακα. 


Η μικρή πλευρά του παρθενώνα ἔχει ὃ κίονες. 
O αριθμός ὃ είναι το αρμονικό μέσο TOV ἀαριθμού τῶν EOP@V TOV κύβου (6) καὶ του 
ἀαριθμού τῶν ακμών TOV κύβου (12), δηλαδή τῶν AKP@V OPV της μουσικής 


ἀναλογίας. 


Ἐπιγραμματικά, ἡ οντολογία του ΠΠῸυϑθαγόρα καὶ του Πλάτωνα 8a μπορούσξ νὰ 
συνοψισθεί: 


ΑριθιιόςΞΞ ιδέαξ WEA του ᾿ιδανικού αριθμού᾽. 


ἰΙδέαξξ υπόσταση τῶν AKOVOTIKOV φαινομένωνΞ EGWTEPIKN, ουσία τῶν πραγμάτων 


Οι apyatou EAAnNvés ερμηνεύουν τη μουσική ορθολογικά. 


Στον μεσαίωνα, TA ATAG μαθηματικά που χρησιμοποιούσαν, μπορούν va θεωρηθούν 
᾽υπεύθυνα για TO ὑψηλό ποσοστό σὐύμφωνων διαστημάτων TOV συναντά κανείς στὰ 


ἔργα της εποχής. 


Tov 17° αιώνα, 01 ἀριθμοί γίνονται μέσα εξωτερικών μετρήσεων χωρίς μεταφυσική 
ιδιαιτερότητα. 


Tov 18° ai@va τον ἐχουμξ ἠδη ECETAGEL ἀαναλυτικά. 


Παρά όλα αυτά, 7 αισθητική της μουσικής παρέμεινξ πάντα πιστή στην τιδέα ότι η 
μουσική υπόσταση οὐυσιαστικά, είναι μεταφυσική. 


Εδώ ας θυμηθούμξε ότι μεταφυσική ξίναι ἡ AVACHTNON της πραγματικής φύσης τῶν 
πραγμάτων, ἡ AVACHTNON τῶν ὑψηλοτερῶν APYOV της OKEWNS καὶ της ὑπαρξης, η 
δπιστήμη τῶν πρώτων CUTLOV καὶ τῶν πρώτων APYOV, ἡ φιλοσοφία, ἡ γενική καὶ 
ἀαφηρημένη θεωρία. 


Η αισθητική της μουσικής εξελίχθηκε από θεωρία κατανόησης (αἰσθησης). cE 
φιλοσοφία στηριζόμξνη OE υποθέσεις. 


Tov 19° αιώνα, ο Σοπενχάονερ ορίζξι την εσωτερική OVOIA του κόσμου ὡς θέληση 
(Wille) που, am’ OAES τις τέχνες, μόνο ἡ μουσική μπορεί VO αντιπροσωπεύσει 
δπαρκώς. Η θέληση ὃεν κατευθύνεται από τον ορθολογισμό αλλά από μια τυφλή 
ὦθηση. δύναμη παρόμοια LE το ᾿Αὐτό᾽ (id, Es) του Φρόιντ. 


Η μουσική είναι ἡ οὐσία τῶν πραγμάτων (Dich an Sich) eva ἡ γλώσσα απλή 
τεκμηρίωσή τοῦς. 


Παραλλαγή της μεταφυσικής της μουσικής του Σοπενχάουερ ATOTEAEL ἡ θεωρία του 
Νίτσξ για το διονυσιακό καὶ TO ἀαπολλώνειο OTOLYELO. 


Στὴν Ιδεολογία τῶν Μουσικών Επιδράσεων (doctrine of affections, Affektenlehre), 
η μουσική εἶναι ἐκφραση ανθρώπινων ιδιοσυγκρασιών, παθών, διαθέσεων. 


Η επίδραση ποικίλλει στὴν ἱιστορική πορεία. 


Και βέβαια δὲν πρέπει να παραλείψουμε τη θεωρία για την Αυτονομία της 
Μουσικής του Βακενρόντερ (1773-98): 


To αληθινό περιεχόμενο της μουσικής αποτελείται ATO υπάρχουσες ανταποκρίσεις 
καὶ συναισθήματα TOV μόνο ἡ μουσική μπορεί VO περικλείσει καὶ VO φέρει σε φῶς. 


Τὰ συναισθήματα συνδέονται με τη μουσική φόρμα χωρίς απαραίτητα va ἔχουν 
σχέση LE τα ιδιαίτερα συναισθήματα τῶν AKPOATOV. 


< ΠΡΟΗΥ. Επόμ. » 


vouliakis.gr 
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ΤΙ να nél Kaveic γι αυτά που λέει ο Θεοδωράκης!! Oa ἤθελα πάντως va 
σχολιάσω το παρακάτω 


Παράθεση: 


Ο Πυθαγόρας πίστευε ὁτι nN Αρμονία του Σύμπαντος πρέπει να ὑπόκειται 


Εγγραφή: 04 στη γενικὴ θεωρία των αριθμώὼν. AUTO σημαίνει ὁτι η Αρμονία του 
πὶ ΝΣ Σύμπαντος αντανακλάται πιστὰ OTNV εφαρμοσμένη μουσικὴ θεωρία Και 
1051 πράξη, αφοὺ n θεωρία των αριθμὼν ταυτίζεται με TN μουσικὴ. Πράγματι 
eee Ta eUnxa διαστήματα μιας οποιασδήποτε συνήχησης ανταποκρίνονται σε 


μια Ιδιαίτερα anAn αναλογία αριθμών. Αὐτὴ η αποκάλυψη ὅτι οἱ ποιοτικὲς 
διαφορές UNOPE! να EENyouvTal Kal να ελέγχονται απὸ τον μαθηματικὸ 
Λόγο, ἦταν οπωσδήποτε πολὺ σημαντικῆ. Το διάστημα της ϑης (οκτάβας) 
υπήρξε το θεμέλιο και η βάση ὀπου δέσποζε η Αντίθεση του 'Αρτιου με TO 
Περιττό, του Evoc με To Δὺο και ὀπου η αντίθεση GUTN οδηγοὺσε στην 
τέλεια εναρμόνιση. 


AUTO (το OTI οἱ συνηχήσεις διέπονται απὸ λόγους ρητὼν αριθμὼν) αποδεικνύει 
αν μη τι ἄλλο πως Ta μαθηματικά εἶναι κάτι το εξαιρετικά OIKEIO για TOV 
ἄνθρωπο. Ὅταν 0 πρωτόγονος ἄνθρωπος ἄρχισε va παΐζει μουσικὴ, anAd 
δήλωνε τι ENPOKEITO να επιτύχει στο μέλλον. Δήλωνε πως NON γνώριζε 
μαθηματικά με Evav ασυνείδητο τρόπο. Εἰδικά ὁταν ὀλες O| αρμονίΐες 
περιέχονται μέσα στους 4 πρώτους αριθμοὺς, που N πρόσθεσὴ τους μας δίνει 


την δεκάδα, την βάση δηλαδὴ του μετρικοὺ μας συστήματος. 

Τώρα γιατί ο Θεοδωράκης λέει NWC στο διάστημα τῆς ϑης δεσπόζει Nn αντίθεση 
ἄρτιου Και περιττοῦ; AUTO λέγεται γιατί το διάστημα ογδόης αντιπροσωπΠεύει TO 
λόγο διπλασίου ἡ διαπασὼν ὀπως Το ἐλεγαν οἱ ἀρχαΐοι 2:1, ὁπου 
αντιπροσωπεύει και τῆν πρωταρχικὴ διαίρεση του σύμπαντος, ο ἕνας ἄρτιος (2) 
Και! 0 ἄλλος περιττὸς (1). Αλλά και η διαίρεση auTOU του διαστήματος ἢ 
χορδής, εἰναι πάλι σχέσεις ἀρτιου προς περιττὸ διότι GUTO το διάστημα (δηλαδὴ 
TO 2:1), χωρίζεται σε 3:2 (ημιόλιος λόγος) και 4:3 (διατέσσερα) που εἶναι πάλι 
σχέσεις GPTIOU προς περιττοὺ. O λόγος τώρα του 3:2 Και 4:3 εἶναι αυτὸ που 
αποκαλούμαι τόνος στην μουσικῆ, Και εἶναι ἰσος με 9:8 ἡ 8:9 ανάλογα ποιὸν 
αριθμὸ διαλέγεις ὡς αριθμητὴή, Kal αποτελεὶ βέβαια τῆν βασικὴ "μονάδα" της 
μουσικῆς. Με autov τον λόγο ο Πλάτωνας χτίζει τῆν ψυχή του κόσμου στον 
Τίμαιο. 

To διάστημα συνεπὼς 2:1 ἡ 1:2 χωρίζεται ὡς εξῆς 1, 4:3, 3:2, 2. H σχέση 
τους τώρα με Ta μαθηματικά. Ano τις αναλογίες ξέρουμε πως ο ἀριθμητικὸς 
μέσος ΑΜ δύο αριθμὼν a Και β εἶναι το ημιάθροισμά τους, δηλαδὴ 
AM=(da+8)/2 , EVM ο GPUOVIKOC τους μέσος Μ εἶναι το διπλάσιο του γινομένου 
τους δια το ἄθροισμα τους δηλ M=2aB/(a+B), που μας δίνουνε αντίστοιχα για 
TO διάστημα 1:2 αριθμητικὸ μέσο τον ημιόλιο 3:2, Και αρμονικὸ μέσο τον 4:3. 
Συνεπὼς μιλούμε για καθαρά μαθηματικά, μόνο που στην μουσικὴ οἱ ἀριθμοὶ 
βρίσκονται εν κινῆσει. Na λοιπόν γιατί ο πρωτόγονος ἄνθρωπος ὅταν ἐπαιζε 
μουσικὴ, NON δήλωνε ασυνείδητα πως γνωρίζει μαθηματικά. 


Κι απ GUTO το σημείο και μετά ασχολήσου με τις γνῶμες των θνητῶν 
ακούγοντας την απατηλὴ διάταξη των λόγων μου. 


Αρθρα & Εκτύπωσηῆ = Email 
Μαθηματικά και μουσική 


Tov μέλους rapsodos Δημοσιξύθηκξ otic 25 Avyovotov 2004 
To μαθηματικά και ἡ μουσική εἶναι OVO ETLOTN LEG που Αναγνώσεις: 3403 
ἔχουν πολύ μεγάλη σχέση μεταξύ τους. ATO την SvO)10: 

; : ἐφ. ; , χόλια: 10 
ἀρχαιότητα ακόμη οι δύο τέχνες ἀαλληλεπιδὸρούν μεταξύ 
τους καὶ ἡ ἀαλληλεπίδραση αὐτή φτάνει ὡς τις μέρες μας... POH 


H WEG της σύνδεσης TOV μαθηματικών καὶ της μουσικής γεννήθηκξ πριν από 26 
ολόκληρους αἰῶνες στην apyaia Ελλάδα από τον ΠΠηυθαγόρα, μαθηματικό καὶ ιδρυτή 
της πυθαγόρειας σχολής σκέψης. O φιλόσοφος γνώριζξ πολύ καλά TH σχέση της 
μουσικής WE τους αριθμούς. Ot εξιδικοί ερευνητές θεωροῦν ότι το πιθανότερο είναι 
πῶς O ίδιος καὶ OL μαθητές TOV EVTPUONOAV στη σχέση της μουσικής καὶ τῶν αριθμών 
μελξδτώντας το APYALO OPYAVO μονόχορδο. 

Ons φαίνεται από το ὀνομά του. το μονόχορδο ήταν Eva OPyavo LE μία χορδή καὶ 
ἕνα κινητό καβαλάρη TOV διαιρούσξ τη χορδή επιτρέποντας μόνο ένα τμήμα της νὰ 
ταλαντώνεται.που από ἀρκετούς μξελετητές τοποθετείται στην OLKOYEVELA TOD 
λαούτου δηλαδή LE βραχίονα, χέρι. To μονόχορδο χρησιμοποιήθηκξ για TOV 
καθορισμό τῶν μαθηματικών σχέσεων τῶν μουσικῶν ήχων. Ονομάζονταν και 
"“Πυθαγόρειος κανών" γιατί ἀαπέδιδαν THV εφεύρεσή TOV στον Πυθαγόρα. ΠΙολλοί 
μεγάλοι μαθηματικοί ἐεργάσθηκαν για τον ὑυπολογισμό τῶν μουσικών διαστημάτων 
πάνω στον κανόνα, OMS ο Αρχύτας (εργάσθηκξ στις αναλογίες τῶν διαστημάτων TOV 
τετραχόρδου στα τρία γένη, διατονικό, χρωματικό καὶ EVAPLOVLO καὶ ἀανακάλυψε TO 
λόγο της μεγάλης τρίτης στο ἐεναρμόνιο γένος), ο Ἐρατοσθένης ο Δίδυμος (σ΄ αὐτόν 


αποδίδεται ο καθορισμός του "κόμματος του Διδύμου", που είναι ἡ διαφορά μεταξύ 
TOV μείζονος τόνου (9/8) καὶ του ἐλάσσονος (10/9) δηλαδή 81/80). 


Ὅμως, πώς ακριβώς πειραματίστηκαν οι Πυθαγόρειοι στο μονόχορδο.. για τὴν 
ανάδειξη τῶν σχέσεων μαθηματικών καὶ μουσικής; Htav εἐντυπωσιακό το γεγονός ότι 
μόνο O1 ακριβείς μαθηματικές σχέσεις ἔδιναν αρμονικούς ήχους στο μονόχορδο. Ia 
παράδειγμα, ἔπρεπε VA χωρίσουν ακριβώς στη μέση τη χορδή. καὶ όχι περίπου στη 
μέση, MOTE να ἔχουν το EVYAPLOTO ψυχικό συναίσθημα TOV απορρέει από έναν 
αρμονικό ἤχο 

AV μβιώσουμε λοιπόν το μήκος LAG χορδής ακριβώς στο μισό, τότε O ήχος που 
παράγεται είναι ακριβώς μία οκτάβα ὑψηλότερος (μία οκτάβα είναι ἕνα VTO, PE, LL, 
a, GOA, λα, σι, VTO) - μας δίνει, δηλαδή, ἔνα VTO πιο πάνω. AV μβιώσουμξ το μήκος 
της χορδής κατά 1/3, τότξ Ta 2/3 της χορδής TOV ATOLEVODV μας δίνουν τη διαφορά 
της πέμπτης (δηλαδή από το ντο στο λα). Κι αν μειώσουμξ TO μήκος κατά 1/4, τότξ Ta 
3/4 που απομένουν μας δίνουν τη διαφορά της τετάρτης (από το VTO στο GOA). Htav 
ξεκάθαρο, λοιπόν, σ᾽ αὐτό το ENIMEDO της παρατήρησης ότι τα μαθηματικά 
"κυβερνούν" τη μουσική. Το γεγονός ότι από τους ήχους αὐτῶν τῶν διαφορῶν 
ONLLOVPYEITAL ἕνα EVYAPLOTO συναίσθημα στον AKPOATH, οδήγησξ τους ΠΠυθαγορξίους 
στο συμπέρασμα ότι οἱ ἀκέραιοι καὶ TA κλάσματα ελέγχουν OYL μόνο τον άψυχο αλλά 
καὶ τον ἔμψυχο κόσμο μέσω TNS μουσικής 
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Tia τους Πυθαγορείους, αυτή ἡ άμεση καὶ ἀκριβής σχέση μαθηματικών, μουσικής 
καὶ ευχάριστου ψυχικού συναισθήματος αποτελούσξ τη μέγιστη απόδειξη ὀτι ἡ 
αλήθεια, στο ύψιστο επίπεδό της, EKOPACETAL με μαθηματικές σχέσεις. ITiotevay, 
μάλιστα, ότι ἡ ψυχή. μέσα από TA μαθηματικά και τη μουσική, μπορούσε va. 
δξυψωθεί ὥσπου VA ενωθεί με το σύμπαν καὶ ότι ορισμένα μαθηματικά σύμβολα 
ἔχουν ἀαποκρυφιστική σημασία. Στις APYES της αρμονίας τῶν Πυθαγορείων βασίστηκε 
η ξδυρωπαϊκή μουσική μέχρι, τουλάχιστον, TH στιγμή που ο [᾿πόχαν Σεμπάστιαν Mray, 
μέσῳ της σύνθεσής του "Καλοσυγκερασμένο Κλειδοκύμβαλο" πρότεινξ τὴν 
πυποδιαίρεση της οκτάβας GE δώδεκα ημιτόνια - κάτι, παρεμπιπτόντοως, TOV εἴχε 
προτείνει δύο χιλιάδες χρόνια πριν από TOV Μπαχ ο Αριστόξενος, όμὼς OEV 


εισακούστηκε 

Συμπερασματικά, παρά τον ηθικοθρησκευτικό χαρακτήρα της διδασκαλίας του, O 
Πυθαγόρας και 01 μαθητές του διαμόρφωσαν φιλοσοφικές APYES που ἐεπηρέασαν τὴν 
πλατωνική και ἀριστοτελική διανόηση. κυρίως OUMS συνέβαλαν στην ανάπτυξη τῶν 
μαθηματικῶν, της μουσικής καὶ της δυτικής φιλοσοφίας. Καθιέρωσαν τὴν αντίληψη 
ότι ἡ πραγματικότητα - συμπεριλαμβανομένης της μουσικής καὶ της ἀστρονομίας- 
δίναι στο βαθύτερο επίπεδό της μαθηματικής φύσης. 


Or Πυθαγόρειοι θεωρούσαν Tov αριθμό 10 τέλειο. Ἐπειδή αὐτός προκύπτει από το 
άθροισμα τῶν τεσσάρων πρώτων αριθμῶν 1+2+3+4=10, του ἐδῶσαν το όνομα 
«τετρακτύς». Κατά τον Θέωνα το Σμυρναίο ὑπάρχουν έντεκα τετρακτύες που ἡ κάθε 
μια εκφράζει EVA τομέα της φιλοσοφικής σκέψης στην ἀρχαιότητα. Ενδεικτικά 
ἀναφέρω ότι ἡ 4η τετρακτύς δηλώνει τὰ τέσσερα απλά στοιχεία φωτιά, ἀέρα, νερό 
καὶ YN, ἡ ON AVAMEPETAL OTA γεωμετρικά σχήματα: WE 1 εκφράζξεται το σημείο, WE 2 
το μήκος, LE 3 ἡ ἐπιφάνεια KO LE 4 το στερξό, ἡ δη δίνει TA συστατικά του ζώου: τα 
1,2,3 αντιστοιχούν LE το λογιστικό, το θυμικό καὶ το επιθυμητικό, δηλαδή ἐεκφράζουν 
την ψυχή. ενώ το 4 TO σώμα. 

Η μουσική κλίμακα tov Πυθαγόρα κατασκευάζεται με βάση τις αναλογίες του κύβου, 
O οποίος εκφράζξται WE TOV αριθμό 4 της δης τετρακτύος (1 = τετράξδρο, 2 = 
οκτάξὸοδρο, 3 = εικοσάξοδρο, 4 = κύβος) και συμβολίζει TH YN καὶ TO συνδυασμό τῶν 
στοιχείων της. O κύβος ἔχει 6 EdpEc, ὃ κορυφές και 12 ακμές. Ot αριθμοί 12 καὶ 6 
δίνουν την αναλογία 2/1, 018 καὶ 6 την αναλογία 4/3 eva οι 12 καὶ ὃ την αναλογία 
3/2. Ἐπίσης ο αριθμός ὃ είναι TO APLOVIKO μέσο τῶν 6 Kat 12, EV@ TO ἀαριθμητικό 
μέσο τῶν APLOL@V AVTOV ξίναι ο 9. O αρμονικός και αριθμητικός μέσος δίνουν THV 
ἀναλογία 9/8. Ἔτσι προκύπτουν O1 μαθηματικές αναλογίες βάση τῶν οποίων 
κατασκευάζεται ἡ μουσική κλίμακα κατά τους Πυθαγόρειους. O1 αναλογίες αὐτές 
αποδείχθηκαν καὶ στην πράξη από τα πειράματα που ἕέκανξ ο ΠΠυθαγόρας πάνω στο 
μονόχορδο το οποίο διαίρεσε σε 12 ίσα τμήματα (όσες καὶ OL ακμές του κύβου). 

Με τη χορδή «ανοιχτή» δηλαδή σε θέση VA μπορξί να ταλαντώνξται OAO το μήκος τῆς 
(λόγος 1, συχνότητα 1), ἔκρουσε καὶ ἀκουσξε ένα μουσικό τόνο. Στη συνέχεια 
περιόρισξ το μέρος της χορδής που ταλαντώνεξεται στο μισό της μήκος, καὶ βρήκξ ότι ο 
ήχος που ἀκούστηκε εἰναι ἡ διαπασών, αὐτό που σήμερα ονομάζουμξ οκτάβα. To 
ὕψος λοιπόν του ήχου ἐεπηρξεάζεται από το μήκος της χορδής καὶ μάλιστα όταν 1 
ἀναλογία Tov μήκους είναι 1/2 (συχνότητα 2/1) ἔχουμξ το διάστημα της οκτάβας. 
Ἔτσι ορίστηκαν TA ἀάκρα τῆς μουσικής κλίμακας, ἡ ὑυπάτη καὶ ἡ νήτη. Στη συνέχεια 
μετακινώντας τον καβαλάρη σξ διάφορα σημξία, βρήκε ότι αν ταλαντωνόταν τα 3/4 
της χορδής (συχνότητα 4/3) προέκυπτξε ο τέταρτος φθόγγος από τους OKTM μίας 
μουσικής κλίμακας, ἡ μέση. ενώ αν ταλαντωνόταν τα 2,3 της χορδής (συχνότητα 3/2) 
προέκυπτξ ο πέμπτος φθόγγος, ἡ παραμέση. Or vadAO TOL φθόγγοι της κλίμακας 
κατασκευάζονται χρησιμοποιώντας το λόγο 9/8 ὡς εξής: 

- Ο δεύτερος φθόγγος προκύπτει από τον λόγο του πρώτου (υπάτη) αν TOV 
πολλαπλασιάσουμε με 9/8: 1 x 9/8 = 9/8 δηλαδή για THV παραγωγή του θα 
ταλαντώνονται Ta 8/9 της χορδής. 

- Ο τρίτος φθόγγος προκύπτξι από τον λόγο του δεύτερου (9/8) αν καὶ πάλι 
πολλαπλασιαστεί με 9/8: 9/8 x 9/8 = 81/64 δηλαδή Va ταλαντώνονται ta 64/81 της 
χορδής. 

- O έκτος φθόγγος προκύπτει από τον λόγο του πέμπτου (παραμέση) που 
πολλαπλασιάζεται με 9/8: 1:2/3 x 9/8 = 27/16 δηλαδή θα ταλαντώνονται τα 16/27 της 
χορδής. 

- Τέλος, 0 ἐβδομος φθόγγος προκύπτει από τον λόγο TOV ἕκτου και πάλι 


πολλαπλασιαζόμενου με 9/8: 1:16/27 x 9/8 = 243/128 δηλαδή για την παραγωγή Tov 
θα ταλαντώνονται Ta 128/243 της χορδής. 


Πέρα από το μονόχορδο, ο ΠΠῸυθαγόρας πειραματίστηκξε καὶ με άλλα υλικά καὶ τις 
ιδιότητές τοὺς που συνθέτουν τα μουσικά διαστήματα, ὀπὼς ἡ τάση χορδών ίσου 
μήκους καὶ πάχους, το μήκος ηχητικού σωλήνα κ.τ.λ. O χωρισμός και καθορισμός 
τῶν μουσικών διαστημάτων ποῦ πέτυχε, ήταν EVA τεράστιας σημασίας επίτευγμα 
τόσο για TY μουσική καὶ τη θεωρία της όσο καὶ για TA μαθηματικά και τη δύναμή 
τοῦς νὰ ερμηνεύουν τον κόσμο LE αριθμούς OTMc εξάλλου δίδασκξ καὶ ο Πυθαγόρας. 
Πέρα από τη μεγάλη σημασία για τη θεωρία της μουσικής, ο VIOAOYLOLLOG TOV ἐδῶσε 
τὴν ξυκαιρία VOL κατασκευαστούν μουσικά όργανα WE μεγαλύτερη ακρίβεια από πριν. 
Με To πέρασμα Tov χρόνου, ἡ Πυθαγόρεια μουσική κλίμακα τροποποιήθηκε εἴτξ για 
πρακτικούς είτε για καθαρά φιλοσοφικούς λόγους, ὀόμῶὼς ο Πυθαγόρας Eixe δείξει 
ἕναν OPOLO ποῦ καὶ OL σύγχρονες μουσικές κλίμακες ἀακολουθούν. Ακόμα και σήμερα 
᾽πυπολογίζουμξ μαθηματικά TA μουσικά διαστήματα τα οποία βέβαια έχουν 
διαφοροποιηθεί σημαντικά από TOTE. 

O Αριστόξενος, νεότερος tov Πυθαγόρα (περί το 375 π.Χ.) υπήρξξ φιλόσοφος Ka 
σημαντικότατος θεωρητικός τῆς μουσικής καὶ του δόθηκξ μάλιστα ἡ ονομασία «O 
Μουσικός». Η μέθοδός του ήταν κυρίως εμπειρική. To σύστημα διδασκαλίας TOV 
βασίζεται σε αντίθεση με τον Πυθαγόρα, στὴν ικανότητα TOV AVTLOD Va. 
ἀντιλαμβάνεται την APLOVIKN σχέση τῶν μουσικῶν τόνων. AEV EPEDVE τις 
ἀριθμητικές σχέσεις μέσα στην οκτάβα, OUMsS καθορίζει τον ολόκληρο καὶ τον μισό 
τόνο καὶ κατασκευάζει μια κλίμακα LE βάση TO ένα δωδέκατο TOV τόνου. 

O Ευκλείδης από την άλλη, EXEL μια γεωμετρική πρόταση γιὰ TA μουσικά διαστήματα. 
Θεωρεί ότι αντιστοιχούν σε ευθείες γραμμές, με μία ὀμὼς διαφορά: EVO οι ξευθείες 
γραμμές που παράγονται ὡς αριθμοί, ορίζονται με δύο γράμματα ένα στην ἀρχή και 
ἕνα στο τέλος τους, τα μουσικά διαστήματα δηλώνονται WE ένα γράμμα. 
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XTN σημερινή πραγματικότητα, TOGO ἡ μουσική θεωρία, OOO καὶ ἡ μουσική πράξῃ, 
δρμηνεύονται με φυσικούς νόμους, TOV μξ τη σειρά τους διατυπώνονται LE 
μαθηματικές σχέσεις. 

Στὴν ακουστική (στον LOLAITEPO κλάδο της φυσικής TOV ἔχει ὡς αντικείμενο TOV NYO 
καὶ τις ιδιότητές του) ένα μουσικό διάστημα EKOPACETAL σαν ο λόγος δύο συχνοτήτων. 
NE ορισμένες περιπτώσεις ο λόγος είναι ἁαπλής μορφής ὀπὼς για παράδειγμα οἱ 
γνωστοί μας λόγοι της καθαρής πέμπτης (3/2), της καθαρής τετάρτης (4/3), της 
οκτάβας (2/1) κ.λιπ. LE άλλες περιπτώσεις, ἐλλείψει μεγίστου κοινού διαιϊιρέτη. O1 
όροι του λόγου είναι μεγάλοι ἀριθμοί OTMc στο διάσχισμα (2048/2025). Προκύπτει 
λοιπόν το συμπέρασμα ότι είναι OVOKOAN, αν όχι αδύνατη. ἡ σύγκριση δύο μουσικῶν 
διαστημάτων. 

Η απλούστευση στην παράσταση τῶν μουσικών διαστημάτων επήλθε με τη βοήθεια 
της λογαριθμικής σχέσης 

μέγεθος μουσικοῦ διαστήματος = k * log(f2/f1)/log2 

στην παραπάνω σχέση. όπου f1, [2 οἱ συχνότητες TOV φθόγγων TOD LOVOLKOD 
διαστήματος Kat f2>f1. To k είναι μια σταθερά ἡ τιμή της οποίας καθορίζει καὶ Eva 
σύστημα μονάδων LOVOLKOV διαστημάτων. 

Συγκερασμοί για TA μουσικά διαστήματα 

Ανάλογα HE τις TILES της σταθεράς k (οι οποίες AMPOPODV διαίρεση της οκτάβας CE 
τόσα τμήματα όσο ἡ αντίστοιχη τιμή). ἔχουμξ κι EVA σύστημα μονάδων μουσικῶν 
διαστημάτων. Ol πιο γνωστές και χαρακτηριστικές TILES της σταθεράς k, 
ἀναφέρονται στη συνέχεια. 


TIMH ΣΤΑΘΕΡΑΣ k ONOMAXIA ΜΟΝΑΔΑΣΊΩΝ ΜΟΥΣΙΚΩ͂Ν 
AIAXTHMATQON 
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AIABAXTE ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ... 

http://www.greekbooks. gr/books/showBook.asp?aID=157&bookID=148042 
http://www. greekbooks. gr/books/showbook.asp?aID=157&bookID=64641 
http://www.greekbooks. gr/books/showbook.asp?aID=157&bookID=162087 
http://www. greekbooks. gr/books/showbook.asp?aID=157&bookID=149878 
http://www. greekbooks. gr/books/showbook.asp?aID=157&bookID=130923 
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Αρχαία ελληνική μουσική 
Αρμονία: Η μαθηματική θεωρίας της μουσικής Η αριθμητική σε κίνηση 


Ο Πλάτωνας στην "Πολιτεία" (530 οὗ - 531 οδ) avagépet τα 4 μαθήματα που κάνει ένα άτομο O1 Πυθαγ 


"ανώτερο". Αὐτά είναι: Η ἀριθμητική. ἡ γεωμξτρία, ἡ AOTPOVOLLIG και ἡ μουσική. Οἱ ίδιοι O1 
Πυθαγόρειοι (από τους οποίους το ἔργο του ΠΙλάτωνα ἔχει επιρρεαστεί) πίστευαν όπως 
ἀναφέρει ο ίδιος ο Πλάτων (530 αδ) ὀτι avtéc είναι "αδελφές επιστήμες". Ta μαθήματα 


χωρίζονταν σξ 4 γένη τα οποία συσχξετίζονταν μεταξύ τους: 
Ιεωμετρία: Meyé0n os ακινησία 

Αστρονομία: Μεγέθη σξ κίνηση 

Αριθμητική: Αριθμοί σξ ακινησία 

Μουσικήῆ: Αριθμοί σξ κίνηση 


Οι Πυθαγόρειοι είχαν διαπιστώσει ότι για την αρμονία SEV είχαν σημασιά TA ἀαπόλυτα μήκη 
τῶν χορδών (το κούρδισμα δηλαδή TOV οργάνου) LAG λύρας αλλά ἡ μεταξύ τους σχέση η 
οποία KAVOPICEL καὶ THV μελωδία στη μουσική. Εἶναι ἡ σχέση μεταξύ δύο χορδών (τῶν μηκών 
τους) LAG λύρας ἡ οποία αποτελξί EVA μουσικό διάστημα (δίχορδο) - ὀόπὼς ακριβώς και στη 


θεωρία τῶν λόγων μεταξύ αριθμών μπορεί OLAMOPETIKOL αριθμοί (αριθμητής και 


παρονομαστής) Va δίνουν TO ίδιο κλάσμα: 1/2 = 4/8. Eva διχορδο λοιπόν μπορούμεξε να TO 
φανταστούμε ὡς λόγο αριθμών (κλάσμα). Οι αριθμοί αὐτοί θα είναι TA μήκη τῶν χορδών μιας 


λύρας. 


O1 πυθαγόρειοι χρησιμοποιούσαν την λύρα και ὀόπὼς ἀναφέρει ο ΙΪάμβλιχος στο έργο Tov "περί 
πυθαγορείου βίου" τοὺς αὐλούς τους θεωρούσαν "υβριστικόν" (αλλαζονικό) ὀργανο. 
Χρησιμοποιούνταν ἡ οχτάχορδη λύρα (Βαβυλωνιακής προέλξυσης). Ol ονομασίες τῶν 
χορδῶν της ἀναφέρονται από τον Νικόμαχο τον 1] ἐρασινό (2 αἰῶνας μ.Χ.) GTO ἔργο του 


"πυθαγόρειου αρμονικού εγχειριδίου κεφάλαια", χωρίο 11,4,13-30) 


Tov Φιλόλοο (5-4 αιῶνας π.Χ.) στο ἔργο του περι φύσξως" τον EVOLAMEPOVV μόνο O1 χορδές 
us μήκη 6. 8 , 9 καὶ 12 μονάδες μήκους αντιστοιχα (ανεξάρτητα όπως τονίσαμξ από τὴν 
μονάδα μήκους που χρησιμοποιείται κάθε φορά, αφού αὐτό TOV μας EVOLAMEPEL εἶναι ἡ 
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Οι Πυθαγόρειοι ἀσχολούνταν WE TA μουσικά διαστήματα 2/1 ('αρμονία" ἡ οκτάβα) και 3/2 
('διοξειάν" ἡ "δια πέντε"). Tous ἀαπασχολούσξ ἡ EVPEGT κοινού μέτρου για TA διαστήματα 
αὐτά. Η ανακάλυψη δηλαδή κάποιας σχέσης συμμετρίας (ενός διαστήματος που κάποιο 
πολλαπλάσιο TOD να παράγει τὰ διαστήματα αὐυτά).Στο ἀπόσπασμα 6 από το EPYO του 
Φιλόλαου περι φύσεως" διασώζονται οι εξής σχέσεις μεταξύ τῶν μουσικῶν διαστημάτων: 


Η πυλληπλπσιθστικῆ avBucpaipeon της poudIKHc 
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πρμανξ[τόνας, τόνοις, Πμιτάνια, TO¥OK, Τονας, τύνας, ΠπΠμιτώνι] 
now Gey ΕἸΜῚ dakar ano TAY WaTfope καὶ μακα! 


Ta διαδοχικά διαστήματα TOV δημιουργούνται κατά τις ανθυφαιρέσεις είναι λόγοι μεταξύ 
δυνάμεων τοῦ 2 καὶ TOV 3. Η διαδικασία οφείλει να σταματήσει όταν κάποιος από τους λόγους 
αὐτούς γίνει ίσος LE τη μονάδα, οπότξ καὶ ο προηγούμενος λόγος TOV Va Exel βρεθεί θα 
αποτελδί καὶ TO κοινό μέτρο που αναζητούμε ο οποίος καὶ λόγος και θα KATALETPEL καὶ TO 
ἀρχικό διάστημα (αλλά και όλα τα ἀλλα). Ot λόγοι OUWS AVTOL, EE) αἰτίας THG μορφής τους 
(2u/3“v) 600 και va αὐξάνουν O1 εκθέτες, προσεγγίζουν TH μονάδα, χωρίς όμως ποτέ να 
γίνουν tool We αυτή. Ta μεγέθη αὐτά είναι λοιπόν ἀσύμμετρα και ἡ πολλαπλασιαστική 
διαδικασία της ἀανθυφαίρεσης της αρμονίας είναι άπειρη. καθώς κανένα από τα προκύπτοντα 
διαστήματα OE μπορεί VA ἀαποτελέσει κοινό μέτρο αυτής και TA ἀαρχικά μεγέθη 2/1, 3/2 είναι 
μεταξύ τους ἀσύμμετρα. 

TO αποτελέσματα αὐτά ήταν γνωστά στους πυθαγορείους και μάλλον είναι το πρῶτο 
ἀποτέλεσμα - ἐνδειξη περί ἀαἀσυμμετρίας OTN φύση στο οποίο εἶχαν καταλήξει (πριν AKOLLA 
AVAKAADYODV την AOVUMETPIA της τετραγωνικής ρίζας TOD 2). 

Η ανθυφαίρεση (δηλαδή ο αλγόριθμος εύρεσης τοῦ μέγιστου κοινού διαιρέτη δύο ἀαριθμών) 
ήταν μέθοδος γνωστή GTOVS πυθαγορξίους πολύ πριν τουν Εὐκλείδη. ο οποίος την AVAMEPEL 
στο VII βιβλίο τῶν στοιχείων του (πεπερασμένη ανθυφαίρεση αριθμών) και στο Χ βιβλίο 
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(ἀπειρη ανθυφαίρεση μεγεθών) και πρέπει να ήταν το ουσιαστικό βήμα της μετάβασης 
(αναφέρξται και από τον APLOTOTEAN ένας ανθυφαιρετικός ορισμός της ἀναλογίας OTA 
"τοπικά") από την προγενέστερη (εμπειρική) θεωρία λόγων LE βάση την αρμονία (πυθαγόρεια 
μαθηματική θεωρία της μουσικής) στην μετέπειρα εξελιγμένη μορφή τους όὀόπωὼς ὑπάρχει στον 
Εὐυκλείδη. 

Iletepacuévn ανθυφαίρξση -> Συμμετρα μεγέθη (ή αριθμοί) (VTAPYEL μέγιστο κοινό μέτρο) 
Ameipn ανθυφαίρεση -> Ασυμμξετρία μεγεθῶν 


Ανθυφαίρξεση μεγεθών 


Pion Osan APlOTOTEANG, "τοπικά pees aaa al 

ὠὰ w/B = Bly <=> (Εὐδοξος, βιβλίον 
Ανθί(α,β)ΞΑνθί(γ,ὃ) Στοιχείων Εὐκλείδη) 

Ἐμπειρική θεωρία Θεωρία αναλογιών 

λόγων αριθμῶών αριθμών 

(πυθαγόρεια θεωρία (Θεαίτητος, βιβλία VIT, 


us βάση την αρμονία) X Στοιχείων Ευκλείδη) 
O1 αριθμοί για τους ἀρχαίους θεωρούνταν οι θετικοί ἀκέραιοι μόνο. To μηδέν SEV θεωρούνταν 
ἀριθμός καθώς επίσης καὶ THV μονάδα Ev την θεωρούσαν αριθμό, αλλά διαχώριζαν τὴν 
μονάδα ὡς την οντότητα εκείνη ἡ οποία δημιουργεί τους αριθμούς. (Θεωρούσαν την μονάδα 
ὡς το OV TO οποίο LE TH βοήθεια TOD ἀπείρου (δηλαδή διαδοχικές προσθέσεις μονάδων) μας 
δίνει LE ἐἀπαγωγικά βήματα το σύνολο τῶν φυσικών αριθμών. 


Μονάς (αριθμός 1) Αριθμοί 
Χρονική στιγμή 


(πὐρα Χρόνος 
᾿ Μουσικός 
Αρμονία ; 
μὴ φθόγγος 


YIANPYE σαφής διαχωρισμός στὰ μαθηματικά τῶν ἀρχαίων ανάμξσα στους ἀριθμούς (θετικοί 
ἀκέραιοι) και τα μεγέθη (μήκη. ἐεμβαδά, ὀγκοι). Ta μεγέθη χαρακτηρίζονταν από το συνεχές. 
Οι apyatot λέγοντας άπειρο ἐενοούσαν μόνο το διακριτό - αριθμήσιμο άπειρο (όπως TO ἀπειρο 
TOV πλήθους τῶν φυσικῶν ακεραίων TOV ο ένας προκύπτει ἐπαγωγικά από τον προηγούμξνο 
TOV WE πρόσθεση LIAS μονάδας). 

Avodoyia: ᾿Ισότητα λόγων 

AvOvoaipeon: Αμοιβαία διαδοχική ἀαφαίρεση μεγεθῶν του μικρότερου από το μεγαλύτερο 
κάθε φορά, κατά Eva maximal τρόπο κάθε φορά (αφαιρώντας κάθε φορά όσα ακέραια 
πολλαπλάσια μπορούμε...) 

πχ. Ac δούμε την ανθυφαίρεση Ανθ(27.23) 

27=1¢°23+4 

23=5°4+3 

4=1°3+1 

3=3+1+0 

Apa Av0(27,23) =[1,5,1,3]. Στο παράδειγμα μας μέγιστος κοινός διαιρέτης (27,23) = 1 

πχ. Lia την ανθυφαίρεση τῶν 48 και 32 ἐχουμξ τα εξής βήματα: 

48=1+32+16 

32 =2°16+0 

Apa Avo (48,32) = [1,2] καὶ w.«.0.(48,32) = 16 (Είναι ο μεγαλύτερος από τους APLOLOVS που 
διαιρούν TOV 48 καὶ TOV 32 ταυτόχρονα) 


Η ἕέννοια της ἐενθυφαίρεσης χαρακτηρίζει TH φιλοσοφία Tov Πλάτωνα. [τὰ va μελετήσουμξε το 
ἔργο του Πλάτωνα χρησιμοποιούμε TA μαθηματικά (Uta Kato ΠΙλάτωνας ήταν επηρεασμένος 
από την πυθαγόρεια αριθμοκεντρική φιλοσοφία) αλλά καὶ αντίστροφα, χρησιμοποιούν O1 
LOTOPIKOL τῶν μαθηματικών τα ἔργα του Πλάτωνα για νὰ αποκτίσουν εἰκόνα της μαθηματικής 
γνώσης της exoync. Η ἔννοια της ανθυφαίρξσης εἶναι θεμελιώδης για τον Πλάτωνα. Η 
κοσμοθεωρία TOV ξίναι ανθυφαιρετική και πιστεύει OTL κάθετι στη φύση δημιουργξίται καὶ 
ξδξελίσσεται με ανθυφαιρετικές διαδικασίες. Η ζωή, 0 θάνατος, ἡ κοσμογονία, 01 φιλοσοφικές 
ιδέες καὶ EvvolEc, OAG διαρθρώνονται με βάση την ανθυφαίρεσηῃ. 

ν΄ Θάνος A. Τάσιος, Μαθηματικός, M.Ed Διδακτικής & Μεθοδολογίας τῶν 

Μαθηματικών av. Αθηνών 


